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Реферат. Рассмотрен случай линейной МНК-оценки, элементы матрицы регрессоров, которой, 

определяются по результатам зашумлённых измерений. Показана смещённость такой оценки, в линейном 
приближении. Получены приближённые формулы для смещения и дисперсии оценки. 

 
Введение. 
 Согласно [1], линейный метод наименьших квадратов (МНК) даёт несмещённую оценку вектора 
параметров, если матрица фундаментальной системы уравнений (матрица регрессоров) неслучайна. Однако, 
на практике (например, при идентификации системы по результатам измерения входных и выходных 
воздействий), возникает необходимость обработать результаты измерений, регрессионная матрица которых, 
также была получена экспериментально.  

Если избыточный вектор измерений можно выразить в виде линейного выражения 
zeHxz +=       (1) 

где: H - истинная матрица регрессоров, размером nm×  (m>n); [ ]Tmzzz ,...,, 21=z  - вектор 

результатов наблюдений; [ ]Tnxxx ,...,, 21=x  - оцениваемый вектор параметров; 

[ ]Tzmzzz eee ,..., 21=e  - вектор шумов измерения; 
то, состоятельная и несмещённая МНК-оценка 0x′ вектора неизвестных параметров x представляется в 
виде[1]: 

( ) WzHWHHx TT 1
0

−
=′       (2) 

где: 1−= zRW  - весовая матрица, равная обратной ковариационной матрице шумов измерений в  (1). 
В случае экспериментального определения регрессионной матрицы, зашумлённая матрица регрессоров H′ , 
связана с истинной матрицей регрессоров H  соотношением: 

heHH +=′        (3) 

где: { } nj
mihijh

..1
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Поэтому, оценка x′ , полученная по формуле (2), с использованием матрицы (3), имеет вид: 
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 В работе анализируются статистические свойства оценки (4). Шумы измерения в (1) и (2) 
предполагаются центрированными, гауссовыми, причём шумы отдельных измерений (1) предполагаются 
независимыми, а шумы регрессионной матрицы коррелируют только в пределах одной строки: 
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Вычисление математического ожидания и дисперсии оценки 
 Если шумы измерения элементов регрессионной матрицы в (3) малы настолько, что квадратом 

шумовой компоненты можно пренебречь, причём ( ) 1
1
<

−
WHHe1

T , обратную матрицу в (4) можно 

представить в виде: 
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Разлагая (6) в матричный ряд в окрестности  незашумлённого значения WHHT , получаем 
линеаризованное выражение для обратной матрицы: 
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Из (2), (4) и (7) получается линеаризованное выражение для оценки (4) и смещения оценки x′∆ : 
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Поскольку шумы матрицы регрессоров предполагаются центрированными и не коррелируют с шумами, 
измерения, математическое ожидание оценки (8) имеет вид: 
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Раскрывая математические ожидания в (9), и учитывая симметричность корреляционных и весовых матриц, 
можно получить развёрнутые выражения для математического ожидания { }xM ′  и смещения { }xM ′∆  
линеаризованной оценки (4): 
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 Поскольку математическое ожидание вектора измерений { } HxzM = , в общем случае, не равно 
нулевому вектору, выражение (10) показывает, что оценка (4) является смещённой, причём смещение 
оценки, по зашумлённой матрице регрессоров, линейно зависит от величины неизвестного вектора 
оцениваемых параметров и ковариации шумов измерения элементов регрессионной матрицы. 
 Поскольку незашумлённая оценка является состоятельной, поэтому для ковариационной матрицы 

этой оценки справедливо ( ) 0
1
→

−
WHHT  при увеличении числа измерений. Если число измерений 

достаточно велико, то для удобного выражения ковариации оценки (4), в выражении для смещения (8), 
можно отбросить члены, в которые ковариационная матрица оценки (2) и матрица шумов измерения (3), 
входят со степенями выше первой. Поскольку для линеаризованного смещения (8) { } 0=′∆xM , получаем 
выражение для ковариационной матрицы оценки (8): 
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Первое слагаемое в (11) является ковариацией незашумлённой оценки (2). Вычисляя математическое 
ожидание от второго слагаемого в (11), с учётом независимости измерительных шумов в (1) и (3), получаем 
явное выражение для ковариации оценки (2): 
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Из (12) видно, что норма ковариационной матрицы зашумлённой оценки (3) больше  нормы ковариационной 
матрицы оценки (1), но во втором порядке малости. 
 
Заключение. 
 Рассмотрены свойства линейной оценки, получаемой по формулам МНК-оценки, регрессионная 
матрица которой определяется экспериментально. Показано, что такая оценка является смещённой. 
Получено выражение для смещения оценки, величина которого линейно зависит от ковариаций шумов  
измерения элементов регрессионной матрицы и величины определяемого вектора параметров. Показано, что 
дисперсия такой оценки содержит члены второго порядка малости относительно ковариационной матрицы 
незашумлённой оценки. 
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