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Пусть два исследуемых кадра ( ) }{ )1(1
jz=Z  и ( ) =2Z }{ )2(

jz  двумерного изображения, определенного 

на сетке отсчетов ( ){ }21,: jjj =Ω , представляют собой аддитивную смесь информационного изображения 

}{ jx  и изображения }{ jθ  независимого гауссовского шума: 

 { } { },)1()1(
jjj xz θ+=  { } ( ){ } Ω∈θ+α= jjxz jj ,, )2()2( ,       (1) 

где α - вектор неизвестных параметров геометрического преобразования ( )αf  изображения ( )}{ 1
jx  

в ( )}{ 2
jx . Модель межкадровых геометрических деформаций изображений (МГДИ) определена с точностью 

до набора параметров б  и задана целевая функция (ЦФ) оценивания )J(б  МГДИ. Требуется на основании 

анализа кадров ( )1Z  и ( )2Z  изображений найти оценку б . Эта задача может быть сформулирована как 
задача минимизации ( ) ( )),,J()J( 21 ZZбб =   

( ) ( )),,J( 21
11 ZZбЛбб −− ∇−= tttt , (2) 

где tб  - следующее за 1−tб  приближение точки минимума ( ) ( )( )21 ,,J ZZб ; tЛ  - матрица усиления, 

определяющая величину приращения параметров; ( ) ( )),,J( 21
1 ZZб −∇ t  - градиент функции 

( ) ( )),,J( 21
1 ZZб −t . Однако градиентные алгоритмы вида (2) при обработке изображений практически 

нереализуемы, т.к. требуют громадных вычислительных ресурсов. 
Анализ подходов к синтезу алгоритмов оценивания МГДИ показывает, что требованию простоты, 

быстрой сходимости и работоспособности в различных ситуациях удовлетворяют рекуррентные 
псевдоградиентные алгоритмы (ПГА) [1] вида 

tttt вЛбб −= −1 , (3) 
где tв  - псевдоградиент ЦФ; 0б  - начальное приближение параметров. 
Очень важным этапом при синтезе ПГА оценивания МГДИ является выбор ЦФ оценивания и 

получение соответствующего этому выбору псевдоградиента. Рассмотрим эту проблему подробнее.  
В работе [2] показано, что при оценивании б  ЦФ ПГА можно найти из оптимальных алгоритмов 

оценивания, полученных методом максимального правдоподобия. Соответственно для градиента ЦФ с 
использованием лексико-графического представления матриц можно записать 

( ) ( )( )21 ,,J ZZб∇ ( ) ( )( ) ( ) ( )( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−∇= − бXZVбXZ €€ 212 T

, (4) 

где ( )бX€  - оптимальный линейный прогноз деформированного изображения ( )2Z  по опорному 

изображению ( )1Z ; V  - ковариационная матрица условного распределения вероятностей ( )бZZ ,/ )1()2(w . 

Если произведение )(€)(€ 1 бXVбX −T  можно считать не зависящим от параметров деформаций б , то 
градиент ЦФ можно найти [2] как  

( ) ( )( ) =∇ 21 ,,J ZZб ( )[ ])2(1€ ZVбX −∇− . (5) 
Заметим, что в последнем случае при нахождении оптимальных оценок МГДИ осуществляется 

максимизация ЦФ. Это требует выполнения шагов рекуррентного алгоритма в направлении градиента, чему 
в (5) соответствует знак минус.  

Соотношения (4) и (5) соответствуют градиентам для оптимальных ЦФ и требуют громоздких 
вычислений. Уменьшения объема вычислений можно достичь при переходе к псевдоградиенту. При 
минимизации ЦФ ПГ может быть получен за счет упрощения градиента (4), а при максимизации ЦФ – 
градиента (5). Например, оптимальный прогноз ( )бX€  значений деформированного кадра можно заменить 

более простой оценкой ( )б,€ jx , а вместо ( ) ( )),,J( 21 ZZб∇  использовать его усечение ),J( tZб∇ , где 

tZ ( ){ }α= ,€,)2( jxz ttj  - двумерная локальная выборка ЦФ на t -й итерации [3]. 
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Если предположить, что изображение от кадра к кадру изменяется незначительно (т.е. )1(Z  и )2(Z  
это зашумленные реализации одного и того же изображения), то можно принять, что IV 2

θσ≈ , 

 где I  - единичная матрица, а 2
θσ  - дисперсия аддитивного шума в соответствии с моделью 

наблюдений (1).  При этом вычислительные затраты резко сокращаются, т.к. отпадает необходимость 
вычисления громоздкой ковариационная матрицы zV  условного распределения ( )бZZ ,/ )1()2(w . Тогда 
псевдоградиенты для выражения (4) и (5) для ПГ можно представить в виде 

( ) ( )( ))2(2 ,€
,€

j
tj

t zjx
jx

−
∂

∂
σ= ∑

Ω∈
θ б

б
б

в ,  (6) 

=tв
( ) )2(2 ,€

j
tl

z
jx

∑
Ω∈

θ ∂

∂
σ−

б
б

.  (7) 

Заметим, что выражение (6), определяющее ПГ ЦФ соответствуют задаче минимизации среднего 
квадрата межкадровой разности (СКМР). Выражения (7), служащее той же цели, соответствуют задаче 
максимизации выборочного коэффициента межкадровой корреляции (ВКМК). Таким образом, в 
практических задачах оценивания параметров МГДИ основными ЦФ могут являться СКМР и ВКМК. В 
отличие от (6) ПГ (7) инвариантен к общему изменению яркости отсчетов изображения ( )2Z . Выбор в 
качестве ЦФ СКМР целесообразен при отсутствии в принятых моделях изображений ( )1Z  и ( )2Z  
мультипликативных искажений и нецентрированных помех. 

Вычисление оптимального прогноза ( )α,€ jx  при больших размерах изображения также 
предполагает большие вычислительные затраты. Их сокращения можно добиться заменой прогноза 
оценкой, сформированной по ограниченной локальной области. Большее упрощение может быть получено 
при использовании интерполяции [3], использующей на каждой очередной итерации алгоритма оценки б€ , 
полученные на предыдущей итерации. При этом на t -й итерации алгоритма локальная выборка ЦФ будет 
представлять собой: 

{ })1()2( ~,
tjtjt zz=Z ; ∈)2(

tj
z ( )2Z , ∈α= − )€,(~~

1
)1()1(

tttj
jzz Z

~
, 

где Z
~

 – непрерывное изображение, полученное из ( )2Z  с помощью интерполяции.  
Учитывая сказанное, соотношения (5) и (6) для ПГ с точностью до постоянного множителя примут 

соответственно вид 
( ) ( )( )
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Заметим, что в ряде случаев [4] в качестве ПГ ЦФ можно выбрать вектор )),J(( 1 ttt Zв −α∇ϕ= , где 
ϕ  - векторная функция той же размерности, что и ),J( 1 tt Zб −∇ . Например, очень простые и в то же время 
хорошо сходящиеся алгоритмы оценивания параметров получаются при выборе в качестве ϕ  знаковой 
функции [3] 

( )),J(sgn 1 ttt Z−α∇=в . (10) 
Алгоритмы, использующие ПГ вида (10) нашли широкое применение в различных задачах, 

требующих оценивания МГДИ в условиях сложного комплекса помех [4,5]. 
Проведены экспериментальные исследования псевдоградиентов (8) и (9) при использовании их в 

различных алгоритмах оценивания МГДИ. В частности, при трех способах оценивания псевдоградиента ЦФ 
и аффинной модели МГДИ. Первый способ основан на аналитическом дифференцировании заданной ЦФ 
( )tZ,Q б  и приближении производной по яркости конечными разностями. Так, для СКМР 
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Второй способ использует свойство сложной производной: 
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А третий способ – оценку производной через приращение iα∆ параметра iα : 
( ) ( )

i

ttmititttmitit
it

ZZ

α

−α−−−α−−

∆
α∆−αα−α∆+αα

=β
2

,€,,€,,€Q,€,,€,,€Q 1,,1,1,11,,1,1,1 KKKK . (13) 

 
Рис. 1. ЦФ СКМР; параметры МГДИ 020=ϕ , 25.1=k , 5=xh , 4−=yh ; число  

реализаций 50; начальные приближения параметров 00 =ϕ , 10 =k , 00 =xh , 00 =yh ; 
 кривые 1(2,3) – первый (второй, третий) способы. 

 
Рис. 2. ЦФ ВКМК; параметры МГДИ 020=ϕ , 25.1=k , 5=xh , 4−=yh ; число  

реализаций 50; начальные приближения параметров 00 =ϕ , 10 =k , 00 =xh , 00 =yh ; 
 кривые 1(2,3) – первый (второй, третий) способы. 

 
Для примера на рис. 1 и рис. 2 для трех рассмотренных способов оценивания псевдоградиента 

приведены результаты статистического моделирования, показывающие зависимость математического 
ожидания погрешности оценивания аффинных МГДИ от числа итераций (скорости сходимости оценок) для 
СКМР и ВКМК соответственно. На рис. 3 приведены соответствующие графики для среднеквадратического 
отклонения оценок. Параметры моделирования поясняются в подрисуночных подписях. Анализ 
приведенных зависимостей показывает, что наиболее предпочтительным способом оценивания 
псевдоградиента является первый способ, обеспечивающий наибольшую скорость сходимости оценок при 
прочих равных условиях. 
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Рис. 1. ЦФ СКМР; параметры МГДИ 020=ϕ , 25.1=k , 5=xh , 4−=yh ; число  

реализаций 50; начальные приближения параметров 00 =ϕ , 10 =k , 00 =xh , 00 =yh ; 
 кривые 1(2,3) – первый (второй, третий) способы. 
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