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В этой работе мы разрабатываем обобщенный (негармонический) классический и квантовый анализы 
сигналов, ассоциированные с произвольными унитарными преобразованиями. Мы вводим понятия 
обобщенной классической и квантовой сверток и корреляций, обобщенных классических и квантовых 
распределений Вигнера-Вилле. Все теоремы и свойства традиционного классического гармонического 
анализа Фурье переносятся на обобщенный классический и квантовый анализы. Мы изучаем обобщенные 

квантовые свертки и корреляции квантовых сигналов и спектров Ff ˆ,ˆ . Пусть Axf →Ω:)(  будет A -

значным сигналом, где A  произвольная алгебра. Обычно TR ×=Ω n , или TZ ×=Ω n , где nR , nZ  and 
n
NZ  are n -мерные пространства над R, Z and NZ , соответственно, T – компактное (временное) 

подмножество R, Z, или NZ . Здесь, R, Z и NZ  полн реальных чисел, кольцо целых и кольцо целых по 

модулю N , соотвественно. Пусть *Ω  дуальное к Ω пространство. Обычно Ω  и *Ω  называются 
временной и спектральной областями. Здесь мы сохраняем за переменной Ω∈x  термин «время» и за 

*Ω∈ω  термин «частота». Пусть 

Cl ( ) { }AxfxfA →Ω=Ω= :)()(:,0 LSig ,  Cl ( ) { }AFFA →Ω=Ω= **
0 :)()(:, ωωLSp  

два векторных пространства (сигнальное и спектральное) A -значных функций и { } *)( ωωωϕ ∈x - 

произвольная ортонормированная система функций в Cl 0Sig . Тогда для каждого сигнала ∈)(xf  Cl 0Sig  

существует такой спектр ∈)(ωF Cl 0Sp , что 

{ } ∫ Ω∈
==

x
xdxxffCUF ),()()()()( μϕωω ω        { } ∫ Ω∈

==
*

)()()()()(
x

-1 dxFxFCUxf ωμϕω ω . 

Эти два выражения называются обобщенными классическими СU-преобразованиями Фурье. Каждое 
классическое СU-преобразованиями Фурье имеет две реализации: классическую (на классическом 
компьютере) и квантовую (на квантовом компьютере). В дальнейшем мы покажем, что каждое 
классическое СU-преобразование Фурье генерируют истинно квантовое QU-преобразование Фурье, 
которое также может иметь две реализации: классическую и квантовую. В настоящее время квантовую 
реализацию классического преобразования Фурье ошибочно называют квантовым преобразованием Фурье. 
Квантовое QU-преобразование Фурье отображает классическую теорию сигналов в квантовую теорию 
сигналов.  

Главными строительными элементами классической и квантовой теории являются операторы 
обобщенного сдвига и обобщенные модуляционные операторы. Для традиционных сдвигов во временной и 
частотной областях ( ) )(:)(ˆ ττ += xfxfTx , ( ) )(:)(ˆ νωων

ω += fD F  а также для модуляционных операторов мы 
имеем  

( ) == +τωωτ xjxj
x eeT̂  ωτω jxj ee ,  и  == + xjxj eeD )(ˆ νωων

ω  ωνω jxj ee , 

)()(ˆ xfexfM xj
x

νν =  и )()(ˆ ωω ωττ
ω FeFM j= . 

т.е. гармонические сигналы являются собственными функциями традиционных операторов 
сдвига. 

 По образу и подобию мы вводим операторы обобщенного сдвига (ООС) и обобщенные 
модуляционные операторы 

( ) )ˆ(:)(ˆ ττ += xfxfTx , ( ) )~(:)(ˆ νωων
ω += fD F , где 

( ) )()(:)ˆ(:)(ˆ τϕϕτϕ ωωωϕ
τ

ω xxxTx =+=  и ( ) )()(:)(:)(ˆ ~ νϕϕϕ νωνωϕ
ν
ω ω xxxD == ⊕

, 

)()()(ˆ xfxxfM x ν
ν ϕ=  и )()()(ˆ ωτϕ=ω ω

τ
ω FFM . 

Множество всех операторов обобщенного сдвига согласно Левитану [1] формируют Абелеву 
гипергруппу. Введенные операторы индуцируют сигнальные и спектральные Гейзенберг-Вейль 
некоммутативные гипергруппы 
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2/1, }ˆˆ{:
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ντ
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ντ
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Очевидно, )(|)(),( ],[ xfxgEy x
τντν =  и )(|)(),( ],[ ωωντ ντ

ω FGEY =  обобщенные  

преобразование Габора в сигнальной и спектральной областях (Гейзенберг-Вейля фреймы). 
 
Хорошо известно, что стационарные линейные динамические системы описываются свертками. 

Используя ООС можно ввести обобщенные свертки и корреляции. Следующие выражения  
( ) ( ) )( ˆ)()(  :)(

υ

τμττ dxfhxfhxy ∫
Ω∈

−=◊= ,  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ν ν ~  : μωνωω
ν

dFHFHY ∫
Ω∈

−=♥=  

( ) ( ) )( ˆ)()|( xdxgxfgf
x

μτθτθ ∫
Ω∈

−=♣ ,   ( )( ) ( ) ( ) ( )ωdGFGF μ ν-~ :ν
*
∫
Ω∈

=♠
ω

ωω  

называются обобщенными ◊ -и ♥ -свертками и  ♣ - и ♠ -кросскорреляциями. Обобщенные свертки и 
корреляции имеют много общих с традиционной сверткой и корреляцией свойств В частности, имеет место 
следующая 

Теорема 1. U-преобразованиями Фурье отображает ◊ -и ♥ -свертки и ♣ - и ♠ -кросскорреляци в 
произведния спектров и сигналов 

{ } { } { } )()()( ωωω FHfUhUfhU ==◊ , )()(}{}{}{ 111 xgxhGUHUFHU ==♥ −−− , 

{ } { } { } )()( ωω GFgUfUgfU ==♣ ,  )()(}{}{}{ 111 xgxfGUFUGFU ==♠ −−− . 

Наряду с сигналами и спектрами, рассмотрим обобщенные симметричные время-частотные 
распределения в форме функций неопределенности сигналов и спектров 
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Главными объектами квантовой теории сигналов являются квантовые сигналы и спектры Ff ˆ,ˆ . В 
соответствии с основными представлениями квантовой механики квантовые сигналы и спектры – не 
функции, а Эрмитовы операторы, ассоциированные с классическими  сигналами и спектрами Ff , . 
Переход от классических объектов к квантовым осуществляется процедурой квантизации в соответствии со 
следующими правилами квантизации Вейля WQ:  

WQ [ ] ,ˆAW : fff →→  WQ [ ] FFF ˆAW : →→ . 
Для получения квантовых сигналов и спектров из классических версий необходимо получить время- 

частотные представления сигналов и спектров в виде функций неопределенности, а затем на них 
подействовать так называемым истинным квантовым преобразованием Фурье :QU   

{ } ),()(),]([),](AW[ˆ
*),(

],[ τμνμτντν
τν

τν ddEfAWfQUf x∫∫ Ω×Ω∈
== { }),](AW[ˆ `1 ντFQUF −=

)()(),]([
*),(

],[ νμτμντ
ντ

ντ ddEFAW x∫∫ Ω×Ω∈
= . 

Пусть { },),](AW[ˆ τνfQUf = { }),](AW[ˆ τνgQUg =  и { }),](AW[ˆ `1 ντFQUF −= , 

{ }),](AW[ˆ `1 ντGQUG −=  - две пары сигналов и спектров. Тогда для двух произведений gf ˆˆ и  

GF ˆˆ  мы имеем  

[ ] [ ]{ },AWAWˆˆ gfQUgf Qu∗=   [ ] [ ]{ })(AW(AWˆˆ 1 ωω GFQUGF Qu −=  

где выражения 
[ ] [ ]( )( ) =∗ xgfAW Qu ,AW ωθ  
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[ ]( ) [ ]( )( )
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( ) ( ) ( ) ),(νν, ν, 2/12/1
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τμμϕτϕτωτ νω
τ

ddxxgAWfAW∫ −−=  

[ ] [ ]( )( ) =:,ωxGAWFAW Qu  

[ ]( ) [ ]( )( )
( )

( ) ( ) ( ) )(ν ,, 2/12/1

ν,

νμτμϕτϕωτντ νω
τ

ddxxGAWFAW∫ −−=  

называются обобщенными квантовыми свертками функций неопределенности. 
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CLASSICAL AND QUANTUM SIGNAL THEORY ON ABELIAN GROUPS AND HYPERGROUPS  
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In this work we develop generalized (nonharmonic) classical and quantum analysis, associated with an 
arbitrary unitary transforms. We introduce generalized classical and quantum convolutions and correlations, time-
frequency distributions. We proof all theorems of classical Fourier analysis on generalized classical and quantum 
Fouriert analysis associated with with an arbitrary unitary transforms.  

Let ∫ Ω∈
=

x
xdxxfF ),()()()( μϕω ω  ∫ Ω∈

=
*

)()()()(
x

dxFxf ωμϕω ω  are direct and inverse Fourier 

transform in an arbitrary basis. Generalized modulation operators and generalized shift operators in signal and 
spectral domains are associated with this basis as -:  

)()()(ˆ xfxxfMx ν
ν ϕ=  )()()(ˆ ωτϕω ω

τ
ω FFM = ,   ( ) )ˆ(:)(ˆ ττ += xfxfTx , ( ) )~(:)(ˆ νωων

ω += fD F .  
Then we construct elementary quantum signals (Heisenberg-Weyl operators)  

[ ] τν
ν

τν ϕ xxx TME ˆˆ2/1, = , [ ] ντ
ων

ντ
ω ϕ xDME ˆˆ2/1, = . 

Obviously, )(|)(),( ],[ xfxgEy x
τντν =  and )(|)(),( ],[ ωωντ ντ

ω FGEY =  are generalized Gabor 

transforms (Heisenberg-Weyl frames) and . 
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are generalized ◊ -and ♥ -convolutions and  ♣ - и ♠ -cross-corelations. Generalized convolutions and 
correlations have the same properties as ordinary convolutions and correlations. 

General objects of quantum signal theory are quantum signals and Ff ˆ,ˆ . The Weyl quantization procedure 

maps classical signals to quantum signal according to WQ: WQ [ ] ,ˆAW : fff →→  

WQ [ ] FFF ˆAW : →→ , where [ ],AW ff → [ ]FF AW : →  are ambiguity functions for signal and spectrum, 
respectively. Then we have to map these function on quantum signal and spectrum using so called true quantum 
Fourier transform. We construct quantum convolutions and correlations of quantum signals and quantum spectra. 
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