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Восстановление непрерывного процесса по дискретным отсчетам
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Введение

Операции дискретизации и восстановления дискретного процесса относятся к фундаментальным понятиям численного анализа и цифровой обработки сигнала (ЦОС). В большинстве учебных пособий и монографий по цифровой обработке сигналов возможность использования дискретной формы информации связана с теоремой дискретизации. Эта теорема была получена в разное время разными авторами: Уиттекером, Найквистом, Котельниковом [1], Шенноном. Во всех случаях речь идет о сигналах с ограниченным спектром. Уиттекер, как специалист по численным методам, рассматривал эту теорему как метод интерполяции, предложив в качестве интерполятора кардинальный ряд Уиттекера. Остальные авторы при выводе этой теоремы внимание уделяли пропускной способности каналов связи, подчеркивая необходимость выделения двух отсчетов на максимальную частотную составляющую исходного процесса.

Теорема отсчетов несправедлива, если процесс задан на конечном интервале. Рассмотрим математическую модель восстановления процесса с бесконечным спектром, основанную на применении механизма подавления колебаний Гиббса. 

Восстановление дискретного процесса на конечном интервале задания

Рассмотрим функции x(t) и y(t), имеющие ограниченные спектры. Не ограничивая общности, можно представить 
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. Выражение для произведения функций 
z(t) = 
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Как следует из выражения (1), спектр произведения z(t) = 
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 ограничен величиной 
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. Спектр функции z(t) имеет симметричную структуру 
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. Если функция z(t) имеет ограниченный спектр, равный свертке спектров двух ограниченных по спектру функций x(t) и y(t), то имеет место равенство: 
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Будем рассматривать реальный процесс в виде непрерывной функции времени x(t), заданной на бесконечности и имеющей ограниченный спектр. Результаты наблюдения этого процесса можно представить в виде дискретных измерений, имеющих начало и конец. Будем считать, что интервалы между измерениями равны. Результаты наблюдения можно представить, как дискретизацию произведения функции x(t) на прямоугольную функцию. При восстановлении (интерполяции) этого произведения функций с помощью любого способа на границах функции, которые можно рассматривать как разрывы функции, возникнут колебания Гиббса. Так как прямоугольная функция имеет бесконечный спектр, то при восстановлении возникнет явление мимикрии частот из-за несоблюдения необходимого условия дискретизации.

Колебания Гиббса можно подавить, если вместо прямоугольной функции выбрать некоторую функцию, у которой спектральные составляющие, лежащие выше частоты Найквиста, пренебрежимо малы. Назовем эту функцию выделяющей и остановимся на ее построении.

Построение выделяющей функции.

Особенностью выделяющей функции является то, что она должна иметь ограниченное число отсчетов, но быть определена на неограниченном интервале. В этом нет противоречий, так как за пределами интервала заданных отсчетов отсчеты выделяющей функции равны нулю. Вид такой функции, как пример, представлен на рис 1. Она задана в виде равноотстоящих дискретных отсчетов, количество которых ограничено числом N = 9. Отсчеты находятся  в точках 
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. В области, находящейся за пределами этих отсчетов, выделяющая функция имеет нулевые отсчеты, между которыми она нулю не равна. На рис.1 пунктирной линией представлена восстановленная  в бесконечных пределах непрерывная выделяющая функция. Вопрос заключается в том, каковы должны быть ее отсчеты, чтобы за пределами частоты Найквиста ее спектр равнялся нулю?
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Рис. 1. Выделяющая функция.

Для построения функции с ограниченным спектром можно воспользоваться аппаратом расчета весовых коэффициентов цифровых низкочастотных фильтров, или окон, используемых при гармоническом анализе [2]. Однако, следует заметить, что построение цифрового фильтра с бесконечной степенью подавления в полосе среза не представляется возможным. В любом случае паразитные полосы пропускания в полосе подавления существуют, и, следовательно, в спектре выделяющей функции всегда будут присутствовать составляющие, лежащие в высокочастотной области.

Сформулируем требования к характеристикам цифрового фильтра, с помощью которого строится выделяющая функция. Выделяющая функция должна иметь число отсчетов, равных количеству отсчетов исходной функции, которую требуется восстановить. Тем самым определяется количество коэффициентов цифрового фильтра. Выделяющая функция умножается на исходную функцию, следовательно, она формирует ее спектральную линию. В силу свойства симметричности функции z(t) (1), потребуем симметричность формы спектральной линии, что послужит причиной выбора симметричного цифрового фильтра. Основное требование к частотной характеристике цифрового фильтра заключается в максимально возможной степени подавления в полосе среза при наиболее узкой полосе пропускания. С нашей точки зрения к цифровым фильтрам с такими характеристиками относятся чебышевские фильтры второго рода, поскольку полиномы Чебышева при аппроксимации частотных характеристик имеют наименьшую степень по сравнению со всеми другими полиномами [5,7]. Если возможно построение фильтра со сколь угодно малыми конечными значениями передаточной функции в полосе подавления, то возможно восстановление дискретного процесса со сколь угодно высокой конечной точностью.

В работе [3] представлен алгоритм расчета коэффициентов взвешивания чебышевского цифрового фильтра, у которого искажения связаны с ошибками округления, и степень подавления  которого в полосе среза, при использовании компьютеров с 32-х разрядным машинным словом,  достигает величины 400дБ.

Восстановление непрерывной функции на конечном интервале по равноотстоящим дискретным отсчетам.

Умножим N отсчетов функции у(n) на N отсчетов выделяющей функции, или коэффициентов взвешивания цифрового фильтра 
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. Восстановим произведение 
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 в произвольных точках d, лежащих на интервале задания функции у(n), с помощью дискретного интегрального преобразования Фурье (ряд Котельникова): 
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В тех же точках d восстановим выделяющую функцию 
[image: image14.wmf])

(

d

e

: 
[image: image15.wmf]å

-

=

-

-

=

N

N

n

n

n

d

n

d

b

d

e

)

(

)

(

sin

)

(

p

. 

(4).
Следует отметить некоторые особенности этих функций.

Функции (3) и (4) заданы на конечном интервале в виде конечного числа дискретных отсчетов и имеют ограниченный спектр, т.е. определяют процесс бесконечной длительности. В этом утверждении нет противоречий, поскольку за пределами задания функций они имеют в моменты отсчетов нулевые значения. Во всех остальных значениях d они нулю не равны.

Воспользовавшись равенством (2), получим выражение для восстановления исходной функции в произвольные моменты d: 
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(5)
Рассмотрим возможности восстановления дискретной функции с помощью выражения (5). Положим, нам известны абсолютно точные значения отсчетов у(n). В этом случае ошибки восстановления зависят только от значений 
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. Как упоминалось выше, для их уменьшения необходим алгоритм точного расчета коэффициентов 
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. В работе [3] получен рекуррентный алгоритм расчета, точность которого определяется ошибками округления вычислителя, т.е. предельными возможностями вычислительной техники.

При выборе степени подавления следует руководствоваться критерием, согласно которому для составляющей с наивысшей частотой 
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 спектральная линия касается частоты Найквиста 
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  (Рис.2в).
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Рис. 3. Схема определения достаточного условия дискретизации.

Для заданных значений частоты Найквиста и наивысшей частоты 
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 определяется число отсчетов на период гармоники с частотой 
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, при котором достигается предельная точность восстановления. Выведем выражение для расчета достаточного числа отсчетов для достижения предельной точности восстановления для случая использования выделяющей функции, построенной с помощью чебышевского окна.

Частотная  характеристика чебышевского фильтра может быть представлена выражением [3]:
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; m – порядок полинома Чебышева первого рода; К >1 - параметр.

Параметр К в аргументе числителя необходим для формирования участка пропускания фильтра. Этот участок лежит от 0 до границы среза 
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 и определяется из уравнения: 
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 отсюда граничная частота среза: 
[image: image29.wmf]K

K

H

С

1

arccos

2

1

arccos

2

p

w

t

w

=

D

=

.

Степень  подавления Р боковых лепестков определяется отношением амплитуд боковых и главного лепестка: 
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 Полуширина главного лепестка спектра выделяющей функции равна: 
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Предельная круговая частота 
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 исходного процесса находится из условия касания главного лепестка границы окна 
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 (рис.3в), положим 
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Число отсчетов, приходящихся на период исходного процесса, должно быть не менее 
[image: image37.wmf].
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Необходимое условие дискретизации, согласно которому на период исходного процесса должно приходиться не менее двух отсчетов, уточняется посредством выражения (8) для 
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, которое можно считать достаточным условием дискретизации. При этом параметр К фильтра и число отсчетов n должны быть выбраны так, чтобы обеспечить требуемую точность восстановления.
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Recovering an unceasing process on discrete counting out

Rojdestvenskiy D.

Institute of Control Science

Recovering an unceasing process is a fundamental notion numerical analysis and numerical processing a signal. Under reconstruction shall understand an operation to inverse operations to sampling.

In the first place, reconstruction confirms adequacy of unceasing process and process present by the sequence its discrete counting out. Algorithm of reconstruction formulates sampling rules and processing for recovering a process with required accuracy. Algorithm of reconstruction must be a base algorithm for getting different численных methods. And that much important, it must formulate rules for working with real data.

Considered that problem of recovering an unceasing signal on discrete counting out a speech for the event of signal with the limited spectrum. Follows to remind that signal, limited on the spectrum, is given in endless limits on axis of time. In other words signal with the limited spectrum in the nature does not exist. Here does not follow to concern with a substitution of this notion with the signal limited on the spectrum used in the practical radiotechnician. Theorem of counting out, or theorem Котельникова defines a condition of sampling for recovering a signal limited on the spectrum. This known necessary condition to sampling, at observance which is avoided effect of mimicry of frequencies.

In the event of real processes, when we have, will say, endpoint, happens to deal with the signal, having endless spectrum. In this case theorem of counting out useless, since recovering a process by means of row Котельникова in vicinities of endpoint brings about the garbled result, revealing in the manner of fluctuations Гиббса, known else from the end XIX age.

Surround us real processes are time-continuous and limited on the spectrum, and assume, they exist in endless temporary limits. Observation of process for an end time lag is equivalent multiplying of unceasing process on the square-wave function, which will name a select function. Thereby, observed real processes present itself a making two functions, one of which is limited on the spectrum, but other has an endless spectrum. Recovering such process by means of any class of functions will bring about distortion, in most degrees revealing in vicinities of endpoints. Reason of distortion serves a square-wave select function.

For excluding these distortion follows abandon to recovering a product of real process on square-wave select function, but restore process itself. For this square-wave select function is change by the function, having limited spectrum; herewith possible recovering a real process in endless limits on axis of time by amplitude disinflations.

In the report is considered influence to sampling on the process of reconstruction. Worded necessary condition to sampling, exclude phenomena of mimicry of frequencies.

Considered scheme of recovering an unceasing process on the end number counting out. Considered methods of building select functions on the base of syntheses of numerical chebishev filters. Received algorithm of recovering an unceasing process on discrete counting out, which can be consider as a method to interpolations and extrapolations, i.e. getting the values of process outside the tasks. On the base of algorithm of reconstruction is received algorithm of calculation of derived discrete process, which accuracy allows to build a numbers of Taylor in the spot of breakup to functions.
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ПОВЫШЕНИЕ КАЧЕСТВА ЦИФРОВОГО СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА НА ОСНОВЕ ПРИМЕНЕНИЯ АДАПТИВНЫХ ПРОЦЕДУР ОБРАБОТКИ
Петунин А.В., Афанасьев А.А.

Академия ФСО России

Одной из характеристик текущего этапа развития информационно-телекоммуникационных систем является переход на  цифровые системы, обеспечивающие работу мультимедиа-приложений, IP-телефонию, доступ к ресурсам мобильной связи, передачу речевой и видео информации по высокоскоростным каналам связи. В связи с этим актуальной становится задача спектрального анализа цифровых сигналов, что связано с удобством и популярностью представления сигналов в частотной области [1, 2]. В различных процедурах цифровой обработки сигналов (ЦОС) цифровой спектральный анализ (ЦСА) может иметь как самостоятельный характер (процедуры спектрального оценивания и спектрального обнаружения), так и вспомогательный (процедуры компрессии речи и изображений, шумоподавления, коррекции канальных искажений и т. д.).

Решение задач ЦСА не вызывает затруднений при анализе детерминированного дискретного сигнала, применение процедуры дискретного преобразования Фурье (ДПФ), позволяет точно определить амплитудный и фазовый спектр сигнала, обеспечивает достоверное решение любой задачи ЦСА [1]. Продолжающаяся разработка методов и алгоритмов ЦСА направлена на повышение достоверности информации о спектральном составе квазислучайных исследуемых сигналов, что соответствует практике применения процедур ЦОС [2].

В работе исследуется возможность повышения качества результатов цифрового спектрального анализа квазислучайных последовательностей данных при их обработке.

Классические методы ЦСА реализуют процедуру спектрального оценивания по результатам последовательной обработки конечных сегментов исходного сигнала (1) [1]. 
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(1)
где xp(n)=x(n)p(n) ( взвешенный сигнал; k=0,1,2,…,N-1.

Применение ДПФ для задач ЦСА требует перехода от исходного сигнала x(n) или его автокорреляционной функции, имеющей бесконечную длительность, к финитным сегментам обработки, содержащим N отсчетов. Классические методы спектрального анализа дают оценки спектра по взвешенным последовательностям исходного сигнала или его автокорреляционной функции (АКФ). При этом обрабатываемый конечный сегмент сигнала или его автокорреляционной функции (АКФ) удобно рассматривать как некоторую часть соответствующей бесконечной последовательности, видимую через применяемое окно. Такое преобразование математически определяется операцией взвешивания последовательности x(n) при n=0,1,2,… или B(m) при m=0,1,2,… оконными функциями (функциями взвешивания) p(n) при n=0,1,2,…(окно данных) или p(m) при m=0, 1, 2,… (корреляционное окно) соответственно. Необходимо отметить, что в качестве корреляционных окон используются только окна с нечетными N, поскольку точка симметрии таких окон приходится на средний отсчет p(m), равный единице. Отсчеты сигнала или АКФ за пределами применяемого окна полагаются равными нулю, что, естественно, является достаточно грубым допущением и приводит к искажениям спектральных оценок.

Очевидно, что такой подход не обеспечивает точного результата спектрального оценивания исходного бесконечного сигнала. Действительно, оценка спектра, получаемая на основании выражения (1), предполагает, что обрабатываемый сегмент периодически повторяется во времени, что на самом деле не имеет места. Если значения начального и конечного отсчетов обрабатываемого сегмента при этом отличаются значительно, при периодическом повторении обрабатываемых сегментов на их стыках возникают скачки, обусловливающие расширение спектра сигнала. Такое явление, вызванное переходом от сигнала бесконечной длительности к финитному сегменту обработки, в литературе часто называется растеканием спектра [3].

Взвешивание исходного сигнала во временной области с помощью оконных функций (ОФ) приводит к изменению и его спектральных характеристик. Из свойств преобразования Фурье известно, что спектр произведения двух дискретных сигналов xp(n)=x(n)p(n) представляет собой круговую свертку их спектров. Следовательно, выбор ОФ оказывает значительное влияние на результат цифрового спектрального оценивания, который зависит от спектральных характеристик используемой ОФ. Основными особенностями непрямоугольных оконных функций во временной области являются наличие максимума в середине окна (при 
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), что обеспечивает ослабление нежелательных эффектов, связанных с возникновением скачков сигнала при периодическом повторении обрабатываемого сегмента 
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. Естественно, что такой подход позволяет ослабить явление растекания спектра, однако полезные спектральные составляющие сигнала также претерпевают некоторые нежелательные искажения, как по амплитуде, так и по начальной фазе.

На практике часто имеется некоторая априорная информация относительно анализируемого сигнала, которую можно использовать для построения модели, достаточно точно аппроксимирующей сигнал.

Для устранения эффекта растекания спектра без наложения ОФ предлагается использовать совместно адаптивное отслеживание факта перехода огибающей анализируемого сигнала через ноль и настройку параметрической модели случайного сигнала в данном сегменте на основе модели авторегрессии скользящего среднего. Получение результирующих оценок спектральных характеристик реализуется путем коррекции их значений в зависимости от вычисленных значений параметров АРСС-модели, аппроксимирующей анализируемый сигнал [2].
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Рис.1. Адаптивная система ЦСА квазислучайных исследуемых сигналов.

Одним из преимуществ применения параметрических моделей случайных процессов является возможность получения на их основе более точных оценок спектральной плотности мощности исследуемого сигнала, чем это возможно с помощью классических методов цифрового спектрального анализа на основе ДПФ. Другое значимое преимущество ( возможность достижения более высокого спектрального разрешения. 

Адаптивное отслеживание перехода через ноль анализируемого сигнала и формирование в данной точке начала/конца анализируемого сегмента позволяет устранить эффект растекания спектра, вызванный скачками возникающими на стыках между начальным и конечным отсчетами сегмента.

Структурная схема предлагаемой адаптивной системы ЦСА исследуемых сигналов представлена на рис.1.

Исследования в данной области позволяют дать некоторые рекомендации по настройке данной системы:

- минимальная длина анализируемого сегмента не должна быть меньше 20 интервалов дискретизации, а в общем случае быть меньше порядка используемой параметрической модели процесса, что связано с необходимостью получения достаточной информации об исследуемом сигнале для реализации процедур ЦСА; 

- рекомендуется выбирать длину сегмента анализа, не превышающую значения целой степени числа 2 и производить дополнение числа отсчетов до целой степени числа 2 на интервале наблюдения необходимым числом нулей, что связано с возможностью реализации стандартных алгоритмов быстрого преобразования Фурье. 

- в качестве настраиваемой модели анализируемого сигнала необходимо использовать модель АРСС-системы не менее 10 порядка, но не более 100 порядка, что связано с точностью аппроксимации требуемой характеристики СПМ квазислучайного сигнала и ограничением на вычислительную сложность алгоритма обработки. Одной из проблем их применения является определение оптимального порядка модели, от этого зависит компромисс между частотным разрешением, обеспечиваемым методом, и дисперсией получаемой спектральной оценки. Для определения наиболее подходящего порядка модели на практике, как правило, приходится испытывать большое число моделей различных порядков.

Для проверки точности значений оценок спектральных характеристик сигналов был сформирован сложный сигнал, представляющий собой сумму шести гармонических составляющих с различными параметрами. Практические исследования и проверка предложенного метода проводились с использованием программы технических расчетов MATLAB. В качестве алгоритмов ЦСА применяемых для сравнительного анализа использовались классические методы спектральных оценок на основе периодограмм и коррелограмм с использованием различных ОФ и коэффициентов наложения сегментов анализа, использовались стандартные функции реализации ЦСА и взвешивания сигналов используемые в программе технических расчетов MATLAB 7.0 [4]. 

Применение предлагаемого подхода для получения оценок спектра позволило повысить точность вычисляемых характеристик спектрального представления в среднем на 15%, относительно классических методов ЦСА, при этом достоверность таких оценок сохраняется на достаточно высоком уровне. Также, следует отметить достаточно широкую возможность модификации вариантов предлагаемого подхода внутри данного метода.

Цифровой спектральный анализ является одной из важных процедур обработки дискретных и цифровых сигналов, исследования в данном направлении продолжаются, одним из перспективных подходов для получения достоверных спектральных оценок квазислучайных дискретных сигналов является, на наш взгляд, переход к спектрально-временным разложениям на основе фрактального и вейвлет-анализа.
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UPGRADING OF THE QUALITY OF THE DIGITAL SPECTRUM ANALYSES BASED ON THE APPLICATION OF THE ADAPTIVE PROCESSING PROCEDURES

Petunin A., Afanasiev A.

The Academy of FGS

The solution to the problem of the digital spectral analysis (DSA) doesn’t present difficulties in the process of the determinate discrete signal analysis, the application of the procedure of discrete Fourier transform allows to define the amplitude and the phase spectrum of signal precisely, ensures the reliable solution to every problem of the DSA [1]. The further elaboration of the methods and algorithms of the DSA is directed to upgrading of the authenticity of information about the spectral composition of quasi-random signals involved. It conforms to practice of application of procedures of the digital signal processing (DSP) and it is connected with the convenience and popularity of the signals representation in the frequency region [1, 2].

The possibility of the improvement of the quality of the DSA results of quasi-random data sequences in the process of their processing is involved in this work.

The standard methods of the DSA realize the procedure of the spectral estimate by the results of the consequent processing of the finite segments of the outcome signal (1) [2].
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(1),
where xp(n)=x(n)p(n) ( weighted signal k=0,1,2,…,N-1.

Obviously, such approach doesn’t provide the precisely result of the spectral estimate of the outcome infinite signal. Actually, the spectrum estimate, that is provided on the base of the expression (1), supposes that processing segment is periodically recurred. In fact it is not available and brings into the effect of the spectrum spreading [3]. The signal weighing in the temporal region with the aids of the window function (WF) allows to eliminate partially this effect, but also corrupts the useful spectrum components.

To eliminate the effect of the spectrum spreading without imposition WF and to improve the DSA quality the using in combination of the adapted follow-up of the fact of the step of going of the envelope of analyzed signal by zero and the adjustment of the parametrical model’s random signal in this segment on the base of the auto regression model of the sliding average is suggested. The adapted follow-up of the step of going by zero of the analyzed signal and forming the beginning / end of the analyzed segment in this point allows to eliminate the spreading spectrum’s effect produced by the waves, which are originated at the joints between initial and final segment indications and the application in combination the parametrical model allows to get more precisely estimate of the spectral power’s density of the signal involved than it is possible with the aids of standard methods DSA on the base of discrete Fourier transform. 

To examine the proposal method DSA the signal, the spectral components of which were determinated, was used. The using of this signal brings the qualitative improvement of the results of the DSA of the quasi-random data sequence compared with the standard algorithms.
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дифференциально-фазовый Метод определения частоты зашумленного гармонического сигнала

Ханян Г.С.

Центральный институт авиационного моторостроения им. П.И. Баранова

Россия, 111116, Москва, ул. Авиамоторная, 2. khanian@mail.ru
В большинстве приложений спектрального анализа, основанного на дискретном преобразовании Фурье


[image: image46.wmf]1

,...,

1

,

0

;

1

1

0

/

2

-

=

=

å

-

=

-

N

m

e

s

N

S

N

n

N

mn

i

n

m

π

,
(1)
частота f гармонической составляющей процесса s(t), в котором заметна шумовая составляющая b(t), оценивается по адресу M максимального пика спектра амплитуд 
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(2).
N-точечной цифровой реализации 
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полученной дис-кретизацией процесса с частотой F=1/(t в окне времени с индексом h и длительностью T=N(t. Истинная частота гармонического сигнала равна при этом f = (M+() / T, где ( – подлежащий нахождению дробный добавок (–1/2((<1/2), ответственный к тому же за эффект просачивания. 

В ряде практических случаев пренебрежение параметром (, т.е. измерение частоты с точностью до спектрального разрешения (f =1/T, может оказаться недостаточным для решения поставленной прикладной задачи. Поэтому в работах [1,2], продолжением которых является настоящий доклад, была предложена формула для вычисления поправки ( по составляющим спектра амплитуд, смежным к максимальному пику:
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Формула (4) имеет высокую точность для чистой синусоиды, и удовлетворительную точность при умеренной интенсивности шума b(t).

В настоящей работе предлагается новый, дифференциально-фазовый метод измерения частоты, точность которого существенно выше, чем в амплитудном методе, основанном на формуле (4). Основная идея метода состоит в оценивании поправки ( по составляющим спектра фаз процесса, находящимся в ближайшей окрестности пика спектра амплитуд AM. 

Рассмотрим спектр фаз 
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(5)
цифровой реализации (3) в предположении отсутствия шума. Точная формула для спектра фаз чистого гармонического сигнала весьма сложная [3]. Она состоит из длинной цепочки выражений, содержащих безразмерные параметры сигнала – начальную фазу (, адрес пика M, поправку ( и индекс h. Тем не менее, для целых h, при пренебрежении т.н. зеркальным эффектом (обусловленным наложением спектра Sm из отрицательной области частот на положительную), выведена довольно простая, приближенная формула 
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(6)
действующая в ближайшей окрестности М с точностью, достаточной для обоснования предлагаемого метода. Верхний индекс в левой части (6) указывает на зависимость текущей фазы спектра от h – ключевого параметра, используемого в методе. Легко видеть, что поправку ( можно определить по разности составляющих спектров фаз двух последовательных во времени реализаций процесса с индексами h и h+1: 
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Правая часть (7) представлена в виде «производной» фазы по дискретной переменной времени h для пояснения названия метода. Примечательно, что ( не зависит ни от индекса h, ни от расстояния m от адреса пика M. Первый из этих фактов означает инвариантность процесса относительно сдвига времени. Относительно второго следует сделать оговорку, что протяженность образующегося в окрестности M «плато» разности фаз ограничивается несколькими бинами (по крайней мере, |m|(2) – в силу того, что исходная формула (6) приближенная. Естественно, чтобы из множества значений m и h выбрать наиболее характерные. Таковыми в правой части (7) являются m=0 и h=0. И тогда поправка ( находится по разности фаз на пике спектров амплитуд пары реализаций с индексами 0 и 1: 
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Метод на практике можно осуществить следующим образом. Формируется одна 2N‑точечная цифровая реализация процесса s(t), которая разбивается на две N‑точечные: 
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Вычисляются спектры амплитуд (2) и фаз (5) с помощью ДПФ (1): 
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Далее, путем перебора и сравнения значений амплитуд находятся адреса пиков M (0) и M (1). Для чистого гармонического сигнала адреса эти совпадают и равны некоторому целому М. Для зашумленного сигнала это совпадение предполагается, и при умеренном шуме выполняется на практике почти всегда, если параметр ( по абсолютной величине не очень близок к 1/2. При |(|(1/2 либо при интенсивном шуме может произойти смещение максимального пика на один из соседних адресов M(1. Такой «промах» на целый бин приведет к тому, что результатом измерения частоты будет f((f  вместо f.

Ошибка на один бин в определении частоты может иметь место и для чистого гармонического сигнала, но уже по другой, методологической причине. Дело в том, что формула (8) применима не для всех частных случаев по параметрам ( и (. Проблема состоит в том, что любой отсчет спектра фаз (5) может быть вычислен лишь как главное значение аргумента комплексного числа Sm, и потому всегда оказывается в интервале ‑( < Фm ( (. Если, например, истинные параметры гармонического сигнала (=75(, (=1/3, то фазы в формуле (8) должны быть равны Ф(0)=(=5(/12 и Ф(1)=(+2((=5(/12+2(/3=13(/12. На самом деле после неизбежного приведения фаз к главному значению Ф(0) не изменится, а Ф(1) окажется равным 13(/12 – 2( = –11(/12, и тогда результатом измерения поправки будет ( = (–11(/12 – 5(/12)/(2() = –2/3, что отличается от (=1/3 на единицу. Легко проверить, что в случае начальной фазы (=45( формула (8) вычислит ( правильно.

Для того чтобы снять неопределенность по частным случаям ( и (, необходима дополнительная информация, которую можно получить, исходя из анализа структуры спектра фаз в окрестности бина М. Рассмотрим значения фазы не только на пике спектра амплитуд, но и на двух соседних с ним отсчетах.

Из формулы (6) при ((0 имеем:
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Видно, что значения фазы на М-ом отсчете спектра и на одном из смежных с ним отсчетов (левом или правом – в зависимости от знака () совпадают, отличаясь от фазы на другом соседнем отсчете (правом или левом) на (.

При (=0 ситуация другая: 
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т.е. одинаковыми оказываются фазы на соседних с амплитудным пиком отсчетах.

Алгоритм, реализующий дифференциально-фазовый метод, распознает ситуацию (11) или (12), и из трех указанных характерных отсчетов фазы выявляет два одинаковых, на основании чего анализирует наличие или отсутствие «промаха» на (1 бин как в случае чистого, так и зашумленного гармонического сигнала.

Для проверки метода и установления границ его применимости были проведены численные эксперименты. В соответствии с (9) и (10) моделировались пары N=256-точечных цифровых реализаций с индексами h=0 и h=1 длительностью T=1 сек каждая:
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Параметры процесса изменялись программно, как функции от номера l=1,2,…,L очередной пары реализаций. Амплитуда гармонического колебания задавалась постоянной для всех L=500 реализаций: a(l)=1. Таким образом параметр b(l) представлял, в определенном смысле, интенсивность шума – отношение амплитуды (полуразмаха) шумовой составляющей процесса к амплитуде полезного сигнала. Шум генерировался датчиком равномерно распределенных псевдослучайных чисел rn= random. Интенсивность его росла по ступенчатому закону b(l)=[10(l–1)/L]/4 – на 0,25 единиц через каждые 50 пар реализаций (в течение первых 50 пар генерировалась чистая синусоида). Безразмерная частота сигнала возрастала по линейному закону f (l)T=М+(=N/8+(l–1)/L в полосе 32(33 Гц (т.е. на протяжении спектрального разрешения (f = 1 Гц), обеспечивая тем самым прохождение всего диапазона возможных значений параметра ( (сначала от 0 до 1/2 при M=32, затем от  –1/2 до 0 при M=33). Начальная фаза гармонического колебания также принимала весь диапазон возможных значений (с учетом приведения), изменяясь на 1( после очередной пары реализаций по формуле ((l)= ((l–1)/180.

Спектральный анализ проводился согласно изложенной выше методике – с учетом возможной поправки измеренного значения безразмерной частоты гармонического колебания на один бин. При вычислении спектра фаз применялся метод альтернирования, изложенный в [2], для оценки отношения «сигнал/шум» по уровню максимального пика и дисперсии шума – метод фокусировки, изложенный в [1]. Частота колебания вычислялась двумя методами – новым, основанным на формуле (8) и старым – основанным на формуле (4). Результаты обработки представлены на рис.1.
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Рис.1. Результаты численного эксперимента по измерению частоты двумя методами

Об очевидном преимуществе дифференциально-фазового метода (8) свидетельствуют незначительные отклонения результатов вычисления частоты от программно задаваемой прямой на фоне нарастающего по мере увеличения интенсивности шума разброса результатов измерения частоты амплитудным методом (4), достигшего экстремальных возможных значений ((f.  
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Рис.2. Спектр амплитуд слабо и сильно зашумленного гармонического сигнала

О границах применимости обоих сравниваемых методов можно судить по представленным на рис.2. спектрам амплитуд слабо и сильно зашумленного гармонического сигнала. Первый спектр получен при отношении “сигнал/шум” a(l)/b(l)=8 (старый метод еще удовлетворительно работал), второй – при отношении 0,25 (новый метод продолжал работать, когда сигнал почти уже «утонул» в шуме). 

Установлено, что погрешность формулы (8) слабо зависит от длины цифровой реализации N. Увеличение N важно тогда, когда частота оценивается обычным методом – с точностью до спектрального разрешения. Однако чрезмерное улучшение спектрального разрешения может привести к тому, что на протяжении длинной реализации частота сигнала f может измениться больше, чем на (f.

Дифференциально-фазовый метод измерения частоты зашумленного гармонического колебания свободен от указанного недостатка и незаменим при цифровой обработке широкого класса т.н. переходных процессов, поскольку позволяет «дробить» их на короткие реализации, обеспечивая квазистационарность изменения частоты полезного сигнала вместе с параметрами задачи, прямо или косвенно связанными с частотой. 

Работа проводилась при поддержке РФФИ (Грант № 05-08-17946).
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DIFFERENTIAL PHASE METHOD FOR DETERMINING THE NOISY HARMONIC SIGNAL FREQUENCY
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In most applications of spectral analysis based on the discrete Furrier transform
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(1)
frequency f of the harmonic component of process s(t), in which noisy component b(t) is observed, is evaluated at the maximum peak address M in the spectrum of amplitudes 
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(2)
of the N-point digital signal realization 
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 (3)
whose counts have been obtained through discretization of the process with frequency F=1/(t in the time window with index h and duration T=N(t. The true harmonic signal frequency is equal to f=(M+()/T, where ( is a fractional complement (–1/2((<1/2) responsible for the leakage effect [3]. 

In a number of practical cases neglect of parameter (, i.е., frequency measurement with accuracy up to spectral resolution (f =1/T, may prove insufficient for solving an application task. Therefore, the cited papers [1,2], which are continued in the present report, offer a formula for calculating the ( amendment through the amplitude spectrum components adjacent to the maximum peak: 
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Formula (4) features high accuracy for a pure sinusoid and satisfactory accuracy for moderate noise intensity b(t).

The present paper provides a frequency measurement method, whose main idea is evaluating  the ( parameter by means of the phase difference (with correction 0, (2() at the peak of the process realization amplitudes with two consecutively following indices h=0 and h=1: 
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(5)
In order to verify this method, establish its application limits, and compare it to the method based on formula (4), numerical experiments have been conducted. Results of the analysis have demonstrated a definite advantage of the new method, which ensures high accuracy of ( calculation under conditions when the signal is already being «drowned» by noise. 

It has been shown that error of formula (5) has little dependence on the digital realization length N. N increase is significant when frequency is evaluated by the conventional method – up to the spectral resolution accuracy. However, along a lengthy realization the signal frequency f may vary by more than spectral resolution (f. 

The phase differential method of noisy harmonic oscillation frequency measurement is free of the indicated drawback and is indispensable for digital processing of a wide class of the so-called transitional processes, since it allows to «fragment» them into short realizations, ensuring quasistationary modification of the useful signal frequency along with the task parameters, which are directly or indirectly connected with frequency. 

The study was carried out with support provided by RFBR (Grant № 05-08-17946).
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